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Hoja 7: Rectas, planos, cilindros y esferas: parametrizaciones y ecuaciones



1.



Ecuaciones de rectas y planos



Ejemplo 1 Tomemos P = (−1, 0, 2), V = (2, −2, 1). Entonces la recta r que pasa por P y tiene direcci´on paralela a V tiene ecuaciones param´etricas   x = −1 + 2λ, y = −2λ, (1)  z = 2 + λ, Notemos que cuando λ = 0, obtenemos (x, y, z) = (−1, 0, 2), que es el propio P . Tomando λ = −1 resulta (x, y, z) = (−3, 2, 1), otro punto en la recta. Ejercicio 1 Determinar si los puntos (19, −20, 12) y (10,1,0) est´an en r.



♣



Ejemplo 2 El punto P ′ = (1, −2, 3) pertenece a la recta r del ejemplo 1, ya que se obtiene haciendo λ = 1 en (1). El vector V ′ = (1, −1, 1/2) es colineal con V . A partir de P ′ y V ′ podemos obtener nuevas ecuaciones param´etricas   x = 1 + λ, y = −2 − λ, (2)  z = 3 + λ/2 para r. Nuestra intuici´on geom´etrica nos dice que las ecuaciones (1) y (2) describen el mismo conjunto. Se puede confirmar directamente que esto es as´ı, algo que se propone al lector en el pr´oximo ejercicio. Ejercicio 2 Mostrar que cualquier punto (x, y, z) ∈ R3 que pueda obtenerse escogiendo adecuadamente un valor de λ en (1), tambi´en puede obtenerse a partir de (2), y viceversa. Ejercicio 3 Para cada una de las parejas (V, W ) de vectores que aparecen a continuaci´on decidir si son o no son colineales, y cuando sea posible hallar constantes λ y µ tales que V = λW y W = µV . √ √ √ 1. V = (− 2π, 2π, −5π/ 2), W = (2e, −2e, 5e); 2. V = (1, 2, 3), W = (3, 2, 1); 3. V = (0, 0, 0), W = (−1, −5, 1).
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Observaci´ on 1 Parametrizaciones. Movimiento rectil´ıneo y trayectoria Comenzamos por recordar el hecho de que una recta r es un subconjunto de R3 . Cada uno de los puntos de r es de la forma P +λV para alg´ un valor real de λ, y al variar λ vamos recorriendo todos los puntos de la recta. Esta manera de describir la recta es lo que llamaremos una parametrizaci´on de la recta. El par´ametro es λ, y la parametrizaci´on establece una correspondencia uno a uno entre los n´ umeros reales y la recta. Podemos enfatizar a´ un m´as este punto de vista escribiendo cada punto Q de la recta en la forma Q(λ) = P + λV,



λ ∈ R.



Como V ̸= 0 esta expresi´on define una funci´on Q : R → R3 , λ 7→ P + λV, inyectiva, cuya imagen es la recta r. Quiz´as la analog´ıa m´as clara para esta descripci´on de la recta es la del movimiento con una velocidad uniforme V no nula. Si pensamos que el par´ametro λ representa el tiempo t, entonces la f´ormula P + λV nos dice cu´al es la posici´on en el instante t = λ de un punto m´ovil que se desplaza con una velocidad constante V y que en el instante t = 0 ocupaba (u ocupar´a, no tenemos por qu´e pensar que λ > 0 ni que el tiempo cero est´a en el pasado) la posici´on P del espacio. La recta est´a entonces formada por todos los puntos de R3 por los que el “punto m´ovil” pasa cuando λ var´ıa entre −∞ y +∞. Tal como vimos, una misma recta puede admitir varias parametrizaciones, de la misma forma que una trayectoria dada puede ser recorrida de infinidad de maneras diferentes. En nuestra analog´ıa cinem´atica, cambiar el punto P que usamos en la parametrizaci´on a un nuevo P ′ equivale a modificar el punto de partida; cambiar el vector V a V ′ implicar recorrer la recta con una velocidad diferente. Incluso el sentido del recorrido puede cambiar. Esto ocurre si la constante de proporcionalidad entre los vectores V y V ′ es negativa. Como cada parametrizaci´on origina una terna de ecuaciones param´etricas al ser escrita coordenada a coordenada, dada una recta hay una infinidad de posibles ecuaciones param´etricas. Ejemplo 3 Determinemos qu´e condici´on debe satisfacer Q = (x, y, z) para pertenecer a la recta r de ecuaciones param´etricas (1). Notemos que una vez fijados (x, y, z) el problema se reduce a determinar si existe alg´ un valor de λ que sea soluci´on del sistema de ecuaciones (1), que debe ser visto como un sistema con inc´ognita λ que tiene a los par´ametros x, y y z como datos. Usamos eliminaci´on gaussiana para escalerizar el sistema, recurriendo a la primera ecuaci´on para eliminar λ de la segunda y la tercera. Luego de sumar a la segunda ecuaci´on la primera, y de multiplicar a la tercera por dos y restarle la primera, obtenemos   x = −1 + 2λ, x + y = −1,  2z − x = 5. En las ecuaciones segunda y tercera ya no aparece λ. Son ecuaciones que deben satisfacerse para asegurar la compatibilidad del sistema. Concluimos entonces que la recta r est´a formada por los puntos (x, y, z) que son soluci´on del sistema de ecuaciones lineales { x + y = −1, (3) −x + 2z = 5. 2



Ejercicio 4 Usar estas ecuaciones para estudiar la pertenencia a la recta r de los puntos (10, 1, 0) y (19, −20 − 12). En otras palabras la recta r es el conjunto r = {(x, y, z) ∈ R3 ; x + y + 1 = 0, −x + 2z − 5 = 0}. Como resumen de este ejemplo, podemos decir que las ecuaciones (1) nos dicen c´omo recorrer r. En tanto que (3) caracterizan al conjunto r formado por los puntos visitados en nuestro recorrido. Llamaremos a estas nuevas ecuaciones para r ecuaciones reducidas o impl´ıcitas de la recta. Esto es completamente general y cualquier recta en R3 puede describirse como el conjunto de puntos (x, y, z) de R3 que satisfacen un sistema formado por dos ecuaciones lineales independientes. Veremos este hecho en nuestros pr´oximos ejemplos y ejercicios, en los que mostraremos como pasar de ecuaciones param´etricas a reducidas y viceversa. Cada una de las dos ecuaciones que aparecen en la representaci´on de una recta por ecuaciones reducidas es la ecuaci´on de un plano en el espacio. Las ecuaciones reducidas representan entonces a la recta como la intersecci´on de dos planos (ver la observaci´on 2 acerca de la interpretaci´on de una ecuaci´on de la forma ax + by + cz = d como la ecuaci´on de un plano en el espacio). Ejemplo 4 Mostraremos que el par de ecuaciones { x − y = 3, x + z = −1,



(4)



son las ecuaciones reducidas de una recta r de la que vamos a determinar un juego de ecuaciones param´etricas. Comencemos por observar que cualquiera de las coordenadas, x, y o z, puede escogerse como variable independiente en el sistema lineal (4), y emplearse para expresar en funci´on de ella los valores de las otras dos variables para cualquier punto (x, y, z) que satisfaga las ecuaciones. Por ejemplo, si decidimos tomar x como variable independiente tenemos { y = −3 + x, (5) z = −1 − x. Naturalmente, x = x, por lo que la expresi´on param´etrica de las soluciones del sistema es, llamando ahora λ al par´ametro x que hemos escogido como variable independiente,   x = λ, y = −3 + λ,  z = −1 − λ. Reconocemos aqu´ı a la recta que pasa por P = (0, −3, −1) y tiene como vector director a V = (1, 1, −1). ♣ Ejercicio 5 Hallar otras dos juegos de ecuaciones param´etricas para la recta, tomando a y y a z como variable. Verificar que los tres vectores directores que aparecen en las ecuaciones son colineales. Ejercicio 6 Hallar ecuaciones param´etricas y ecuaciones impl´ıcitas (o reducidas) de las siguientes rectas: 3



1. la que pasa por el punto P = (1, 2, 5), con vector director V = (2, 1, 3); 2. la que pasa por los puntos A = (4, 3, 0) y B = (1, 0, 1). En cada caso encontrar tres juegos de ecuaciones reducidas: el primero que sea una expresi´on de la recta como intersecci´on de un plano paralelo al Ox con otro paralelo al eje Oy, el segundo como intersecci´on de un plano paralelo al Oy con otro paralelo al eje Oz, y el tercero como intersecci´on de planos paralelos a los ejes Ox y Oz. Ejercicio 7 1. Averiguar si los puntos (3, 1, −1), (5, 2, 1) y (5, 0, 0) pertenecen a la recta con ecuaciones param´etricas   x = 1 + 2λ, y = 2 − λ,  z = −2 + λ. 2. Repetir para los puntos (−1, 0, 0), (0, 1, 1) y (1, −1, 1), y la recta que tiene ecuaciones reducidas { x + y − z + 1 = 0, 2x − y + z + 2 = 0. 3. Averiguar si los puntos (1, 0, 2), (−1, 1, 1) y (3, −1, 1) est´an alineados. Si lo est´an, encontrar ecuaciones param´etricas y reducidas de la recta que determinan. 4. Repetir para (1, 1, 1), (1, 0, −1) y (1, 2, 3). Pregunta 1 Las rectas r y s definidas por las ecuaciones { { −x + 3y − 2z = 1, −2x + y + z = 0, s: r: 3x + y − 4z = −1, x + 2y − 3z = 0, son A. secantes. B. rectas paralelas diferentes. C. un par de rectas que se cruzan. D. coincidentes. Ejemplo 5 El plano π que pasa por el punto P = (0, −1, 1) y tiene a U = (1, −2, −1) y V = (−1, 3, 1) como vectores directores tiene ecuaciones param´etricas   x = λ − µ, y = −1 − 2λ + 3µ, (6)  z = 1 − λ + µ. Consideremos, por ejemplo, el punto Q = (1, −2, 0) y tratemos de determinar si pertenece a π. Esto es equivalente a que Q pueda escribirse en la forma (6) para alg´ un valor de λ y µ, y nos lleva a considerar el sistema de ecuaciones   1 = λ − µ, −2 = −1 − 2λ + 3µ,  0 = 1 − λ + µ. 4



con inc´ognitas λ y µ. Su soluci´on es λ = 2, µ = 1, lo que implica que Q ∈ π. M´as a´ un Q = P + 2U + V. Cuando nos planteamos la misma pregunta   3 = −1 =  −1 =



para R = (3, −1, −1) encontramos que el sistema λ − µ, −1 − 2λ + 3µ, 1 − λ + µ.



es incompatible. Por lo tanto R ∈ / π. Ejercicio 8 Verificar los resultados acerca de los dos sistemas de ecuaciones lineales en λ y µ que aparecen en este ejemplo. ♣ Tambi´en para los planos la condici´on de pertenencia de un punto Q de coordenadas (x, y, z) puede expresarse en t´erminos de un conjunto de ecuaciones sobre las coordenadas de Q, que aseguran la compatibilidad del sistema de ecuaciones con inc´ognitas λ y µ constituido por las ecuaciones param´etricas. En el caso de un plano todo se reduce a una u ´nica ecuaci´on lineal, tal como mostramos en nuestro pr´oximo ejemplo Ejemplo 6 Un punto Q = (x, y, z) pertenece al plano π del ejemplo 5 si y s´olo si el sistema (6) es compatible. Analicemos la condici´on de compatibilidad recurriendo a la eliminaci´on gaussiana. Para ello escribimos el sistema en la forma  λ − µ = x,  −2λ + 3µ = y + 1,  −λ + µ = z − 1. Observemos que el miembro de la derecha son las coordenadas del vector Q − P , el vector diferencia entre un punto gen´erico Q y el punto P que hemos tomado como punto base del plano. Al sumar dos veces la primera ecuaci´on a la segunda, y la primera a la tercera, el sistema queda escalerizado, en la forma   λ − µ = x, µ = y + 1,  0 = x + z − 1. Encontramos entonces que x+z =1



(7)



es la condici´on de compatibilidad del sistema de ecuaciones que define al plano π. Por lo tanto, el plano π es el conjunto { } π = (x, y, z) ∈ R3 ; x + z = 1 . La ecuaci´on (7) es lo que llamamos ecuaci´on impl´ıcita o ecuaci´on reducida del plano π de ecuaciones param´etricas (6). ♣ En general, una u ´nica ecuaci´on lineal ax + by + cz + d = 0



(8)



en R3 , que sea no trivial en el sentido de que los tres coeficientes a, b y c no se anulen simult´aneamente, define un plano. A partir de una ecuaci´on como (8) pueden obtenerse ecuaciones param´etricas. 5



Ejemplo 7 Consideremos la ecuaci´on 2x + 3y − z + 4 = 0. Despejando, por ejemplo, la variable z, obtenemos z = 2x + 3y + 4, lo que es equivalente al juego de ecuaciones param´etricas   x = λ, y = µ,  z = 4 + 2λ + 3µ. Esta es la representaci´on param´etrica de un plano que pasa por el punto (0, 0, 4), que se obtiene haciendo λ = µ = 0 en las ecuaciones que acabamos de encontrar, y tiene a los vectores U = (1, 0, 2),



V = (0, 1, 3), ♣



como vectores directores. Ejemplo 8 Una ecuaci´on como x=0



define un plano que pasa por el origen, y tiene (0, 1, 0) y (0, 0, 1) como un par de vectores directores. Tambi´en y = 0 y z = 0 representan planos en R3 . ♣ Observaci´ on 2 Como una ecuaci´on lineal define un plano, cada una de las dos ecuaciones en una pareja de ecuaciones reducidas representa un plano. Los puntos que satisfacen las dos ecuaciones son los que est´an en la intersecci´on de los planos que ellas definen. Por lo tanto, especificar una recta por medio de sus ecuaciones reducidas es equivalente a representarla como la intersecci´on de dos planos. Esta observaci´on da sentido geom´etrico al hecho de que haya infinitas posibilidades para escoger las ecuaciones reducidas: dada una recta, hay infinitas parejas de planos cuya intersecci´on es la recta dada. Observaci´ on 3 Un plano tambi´en queda determinado por tres puntos P , Q y R que no est´en alineados. Esta segunda manera de determinar un plano se reduce en realidad a la de un punto y dos vectores no colineales, porque podemos basarnos, por ejemplo, en el punto P y los dos vectores U = Q − P, V = R − P, que no son colineales si P , Q y R no est´an alineados.



♠



Ejercicio 9 Hallar ecuaciones param´etricas y reducidas de los siguientes planos: 1. el que pasa por el punto (1, 1, 1) y tiene a (2, −1, 1) y (1, 0, −1) como vectores directores; 2. el que pasa por los puntos (1, 1, 1), (2, 2, 3) y (1, 1, −2); 3. el que pasa por el punto (1, 1, 1) y contiene a la recta de ecuaciones { x + y + z + 2 = 0, x − y − z − 2 = 0. 6



Ejercicio 10 Para las dos cuaternas de puntos que aparecen a continuaci´on, averiguar si existe alg´ un plano que las contenga: 1. (0, 1, 0), (1, 1, 2), (2, 0, 3), (1, −1, 0); 2. (0, −2, −1), (1, 4, 0), (2, 10, 1), (0, 0, 0). En caso afirmativo, hallar una ecuaci´on reducida de ese plano. Ejercicio 11 1. Hallar ecuaciones reducidas para el plano π de ecuaciones param´etricas   x = −1 + λ − µ, y = 2 + λ + µ,  z = −1 − λ − 2µ.



(9)



2. Hallar nuevas ecuaciones param´etricas a partir de las ecuaciones reducidas encontradas en la parte anterior. A partir de cada conjunto de ecuaciones param´etricas identificar un punto en el plano y un par (Ui , Vi ), i = 1, 2, de vectores directores. 3. Identificar vectores directores (U3 , V3 ) a partir de las ecuaciones param´etricas 9. 4. Mostrar que cada uno de los vectores Ui y Vi , para i = 1, 2, 3, hallado en las partes anteriores puede escribirse de manera u ´nica como combinaci´on lineal de cada una de las parejas (Uj , Vj ), j = 1, 2, 3. Interpretar el resultado.



2.



C´ alculo de intersecciones



Las ecuaciones param´etricas y reducidas de rectas y planos permiten calcular las intersecciones entre rectas, entre planos, o entre rectas y planos. Mostramos a continuaci´on algunos ejempls y dejamos otros planteados en forma de ejercicios. Ejemplo 9 Consideremos las rectas r y r′ de ecuaciones reducidas { { x + y − z = 1, −x + 2y + 2z = −1, 2x − y + z = 0, −x − y + z = −1,



(10)



respectivamente. Nuestro objetivo es buscar la intersecci´on r ∩ r′ de ambas rectas, que est´a formada por los puntos que pertenecen a ambas. Como las ecuaciones reducidas de una recta cualquiera expresan condiciones equivalentes a que un punto (x, y, z) pertenezca a ella, tenemos que un punto (x, y, z) est´a en r ∩ r′ si y s´olo si satisface a la vez todas las ecuaciones que aparecen en (10). Por lo tanto sus coordenadas deben satisfacer el sistema  −x + 2y + 2z = −1,    −x − y + z = −1, x + y − z = 1,    2x − y + z = 0. ´nica soluci´on x = 1/3, y = 1/6, z = −1/2. Ejercicio 12 Mostrar que el sistema tiene como u Luego de resolver el ejercicio, concluimos que la intersecci´on r ∩ r′ consiste del u ´nico punto (1/3, 1/6, −1/2) ♣ 7



Ejemplo 10 En este ejemplo trataremos la misma intersecci´on del ejemplo anterior, pero ahora expresando una de las rectas en forma param´etrica. Para esto escribamos la recta r′ en forma param´etrica, haciendo y = −µ. Obtenemos as´ı las siguientes representaciones para r y r′ , respectivamente:  {  x = 1 + 4µ, x + y − z = 1, y = −µ, 2x − y + z = 0,  z = 3µ. Las coordenadas (x, y, z) de cualquier punto en r ∩ r′ deben satisfacer las ecuaciones reducidas de r, y admitir una representaci´on param´etrica proveniente de las ecuaciones de r′ . Por lo tanto, el valor del par´ametro µ para un punto de r′ que adem´as est´e en r debe satisfacer las ecuaciones { (1 + 4µ) + (−µ) − 3µ = 1, 2(1 + 4µ) − (−µ) + 3µ = 0. Resolviendo el sistema encontramos µ = −1/6. Sustituyendo este valor en las ecuaciones de r′ obtenemos las coordenadas del punto de corte x = 1/3,



y = 1/6,



z = −1/2,



que son justamente las que hallamos en el ejemplo anterior. ¡Menos mal! Ejemplo 11 Consideremos los planos π y π ′ de   x = λ − µ, y = −1 − 2λ + 3µ,  z = 1 − λ + µ,



♣



ecuaciones param´etricas   x = −1 + λ + µ, y = 1 + λ + 2µ,  z = 2λ − µ,



Observar que π es el plano de los ejemplos 5 y 6. Hallemos π ∩ π ′ . Una posibilidad es buscar ecuaciones reducidas de los dos planos, y caracterizar la intersecci´on como el conjunto de puntos que satisface ambas ecuaciones reducidas simult´aneamente. Comenzaremos por proceder de esta manera. En el ejemplo 6 hab´ıamos encontrado que x+z =1 es una ecuaci´on reducida de π. Encontrar la del plano π ′ es el objetivo del siguiente ejercicio, que el lector puede obviar en primera instancia, si conf´ıa en que el resultado es correcto. Ejercicio 13 Verificar que 5x − 3y − z = −8 es una ecuaci´on reducida de π ′ . Ahora estudiamos el sistema



{



x + z = 1, 5x − 3y − z = −8.



Lo escalerizamos de una manera no muy est´andar pero eficiente, sumando a la segunda ecuaci´on la primera para eliminar la tercera variable z. Obtenemos { x + z = 1, 6x − 3y = −7,



8



donde la x puede tomarse como variable libre. Se trata pues de un sistema compatible indeterminado con un grado de libertad. Si llamamos λ a la variable libre, es decir, haciendo x = λ, resulta que la intersecci´on π ∩ π ′ admite la descripci´on param´etrica   x = λ, y = 73 + 2λ,  z = 1 − λ, que nos permite identificarla como la recta que pasa por (0, 7/3, 1), y tiene la direcci´on fijada por el vector (1, 2, −1) No es necesario buscar las ecuaciones reducidas de los planos para calcular la intersecci´on, ya que puede hallarse directamente a partir de las ecuaciones param´etricas. Un punto (x, y, z) est´a en la intersecci´on si existen λ y ν tales que   x=λ−µ y = −1 − 2λ + 3µ,  z = 1 − λ + µ, y existen λ y µ tales que



  x = −1 + α + β, y = 1 + α + 2β,  z = 2α − β.



Pero hay que tener en cuenta un detalle: la primera pareja de valores λ y µ no tiene por qu´e coincidir con la segunda. S´olo estamos exigiendo que el punto (x, y, z) admita ambas representaciones param´etricas, no que los valores de los par´ametros λ y µ para las dos representaciones de (x, y, z) coincidan. Como se trata de variables diferentes, usemos valores diferentes para designarlas. Los puntos (x, y, z) que est´an en la intersecci´on son aquellos para los que existan valores λ, µ, α y β de los par´ametros para los que se satisfaga  λ − µ = x = −1 + α + β  −1 − 2λ + 3µ = y = 1 + α + 2β  1 − λ + µ = z = 2α − β Naturalmente, si encontramos valores λ, µ, α y β igualdades  λ−µ =  −1 − 2λ + 3µ =  1−λ+µ =



tales que se satisfagan simult´aneamente las −1 + α + β, 1 + α + 2β, 2α − β,



(11)



habremos encontrado un punto de la intersecci´on. Las coordenadas (x, y, z) del punto se calcular sustituyendo los valores de λ y ν en las ecuaciones param´etricas de π, o α y β en las de π ′ . Por lo tanto, para hallar la intersecci´on todo lo que hay que hacer es resolver el sistema (11) para calcular los valores de los par´ametros que corresponden a los puntos en la intersecci´on, y luego recuperar los puntos de la intersecci´on a partir de cualquiera de las ecuaciones param´etricas de los planos. Reordenamos el sistema y obtenemos  λ − µ − α − β = −1  −2λ + 3µ − α − 2β = 2  −λ + µ − 2α + β = −1 9



Escalerizando vemos que α = 2/3, por tanto α queda determinada y β es variable libre. Volviendo a las ecuaciones param´etricas del plano π ′ encontramos que la intersecci´on tiene ecuaciones param´etricas   x = −1/3 + β, y = 5/3 + 2β,  z = 4/3 − β, en las que reconocemos a la recta que pasa por (−1/3, 4/3, 4/3), y tiene la direcci´on del vector (1, 2, −1). Se trata de una nueva representaci´on param´etrica de la intersecci´on π ∩ π ′ . Ejercicio 14 1. Completar los c´alculos de la resoluci´on del sistema (11). 2. Poner los par´ametros λ y µ en funci´on de β, y hallar una nueva parametrizaci´on de la intersecci´on a partir de las ecuaciones param´etricas para el plano π. 3. Interpretar geom´etricamente el hecho de que el valor de la variable α haya quedado determinado. ♣ En los ejercicios que proponemos a continuaci´on recurriremos a la figura de referirnos a planos y rectas a trav´es de sus ecuaciones. Creemos que el abuso de lenguaje est´a justificado por la mayor brevedad de los enunciados. Ver la nota ?? al pie de la p´agina ??. M´as adelante en el texto el lector volver´a a encontrar este uso. Ejercicio 15 Hallar la intersecci´on de los siguientes planos:   x = 2 − λ + µ, y = −1 − λ + 2µ, 2x − 3y + 4z = −2,  z = −2 − 2λ − µ. Ejercicio 16 Hallar la intersecci´on del plano y la recta    x = 2 − λ + µ,  x = α, y = −1 − λ + 2µ, y = 1 − 2α,   z = −2 − 2λ − µ. z = −1 − α. Ejercicio 17 Se consideran los planos   x = 1 + 2λ + 2µ, y = −3 + λ − µ, 2x + y + z − 2 = 0,  z = λ + µ, y las rectas



{



x + y − 3z = −6, x + 2y − 4z = −8,



  x = 3 + λ, y = 4 + λ,  z = 1 − 3λ.



Hallar la intersecci´on de cada una de las dos rectas con cada uno de los dos planos.
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Pregunta 2 Sean r y π la recta y el plano plano definidos por las ecuaciones: { x − z = −1, r: π : x − 2y + z = 2 3x + y − z = 4. Entonces: A. La recta r es paralela a al plano π, pero no est´a contenida en π. B. La recta r est´a contenida en π. C. La recta r corta al plano π, pero no es perpendicular a π. D. La recta r es perpendicular a π. Pregunta 3 Sean r y π la recta y el plano definidos por las ecuaciones: { 2x + 2z − 3y = 3 r: π : x−y+z =1 x + y + z = −1 Entonces: A. La recta r es paralela a al plano π, pero no est´a contenida en π. B. La recta r est´a contenida en π. C. La recta r corta al plano π, pero no es perpendicular a π. D. La recta r es perpendicular a π. Pregunta 4 Se consideran las rectas r y s dadas por las ecuaciones param´etricas r : { x = 2 + 3ty = 1 − tz = −1 + 2t



s : { x = −2 + 2ty = −1 + 2tz = 1 − 2t



Indique cual de las siguientes afirmaciones es correcta. A. Las rectas r y s son paralelas. B. Las rectas r y s son perpendiculares. C. Las rectas r y s se cortan pero no son perpendiculares. D. Las rectas r y s no se cortan ni son paralelas.
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