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FG KTuEA, TU Ilmenau



Algorithmen und Datenstrukturen – SS16 – Kapitel 8



Ziele (des zweiten Teils) • Kenntnis (und Anwendung) grundlegender Entwurfsmuster: Algorithmen-Paradigmen“ ” • Kenntnis grundlegender, klassischer Algorithmen (und Datenstrukturen) und ihrer Anwendung • Verst¨andnis fu ¨r die Bedeutung der Effizienz bei Algorithmen • (Mathematisches) Nachdenken u ¨ber Algorithmen: – Korrektheitsanalyse: Wird das gestellte Problem gel¨ ost? – Laufzeitanalyse: Wie lange dauert es? • Beherrschen von grundlegenden Techniken fu ¨r diese beiden Aktivit¨aten. FG KTuEA, TU Ilmenau
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Themen: 8. Divide-and-Conquer • Multiplikation ganzer Zahlen: Algorithmus von Karatsuba • Matrixmultiplikation: Algorithmus von Strassen • Mergesort, exakte Analyse • Rekurrenz(un)gleichungen, insbesondere: Master-Theorem • Schneller randomisierter Selection-Algorithmus: Quickselect • Selection in Zeit O(n) – Algorithmus von BFPRT (Blum, Floyd, Pratt, Rivest, Tarjan) • Schnelle Fourier-Transformation FG KTuEA, TU Ilmenau
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9. Durchsuchen und Strukturanalyse von Graphen • (Breitensuche) • Erweiterte Tiefensuche (Kantenklassifikation) • Kreisfreiheitstest, Finden von Kreisen • Topologische Sortierung • Starke Zusammenhangskomponenten • Tiefensuche in ungerichteten Graphen mit Kreisfreiheitstest



FG KTuEA, TU Ilmenau
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10. Greedy-Strategie allgemein • Teilbares Rucksackproblem • Schedulingprobleme • Ku ¨rzeste Wege 1: Algorithmus von Dijkstra • Adressierbare Priority-Queues mittels bin¨arer Heaps • Huffman-Kodierung • Set Cover



FG KTuEA, TU Ilmenau
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11. Minimale Spannb¨ aume: Greedy-Strategien, Hilfsstrukturen • Union-Find-Datenstruktur • MST: Schnitteigenschaft • MST: Algorithmus von Kruskal • MST: Algorithmus von Prim • Minimale Schnitte



FG KTuEA, TU Ilmenau
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12. Dynamische Programmierung • Editierdistanz • Matrix-Ketten-Multiplikation • Ganzzahliges Rucksackproblem • Ku ¨rzeste Wege 2: Algorithmus von Floyd-Warshall, Transitive Hu ¨lle • Ku ¨rzeste Wege 3: Algorithmus von Bellman-Ford



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Kapitel 8 Divide-and-Conquer (D-a-C) Ein Algorithmenparadigma“. ” Divide-and-Conquer – divide et impera – teile und herrsche Gegeben: Instanz/Input/Eingabe x der Gro ¨ße“ |x| = n. ” 0. Trivialit¨ atstest: Falls n = |x| ≤ n0: lo ¨se P auf x direkt“, fertig. ” 1. Teile: Gewinne aus x Teilinstanzen y1, . . . , ya. 2. Rekursion fu ¨r Teilinstanzen: Rufe A rekursiv fu osungen r1, . . . , ra. ¨r y1, . . . , ya auf, mit L¨ 3. Kombiniere: Baue aus x, y1, . . . , ya, r1, . . . , ra eine L¨ osung r des Problems P fu ¨r Instanz x . Standardbeispiele fu ¨r D-a-C-Algorithmen: Mergesort, Quicksort, Bin¨are Suche FG KTuEA, TU Ilmenau
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8.1 Multiplikation ganzer Zahlen Zahlen in Bin¨ardarstellung. (Methoden funktionieren im Prinzip fu ¨r jede beliebige Basis.) Bekannt: e



d



f



s



Volladdierer (5 zweistellige Bitoperationen) liefert zu 3 Bits d, e, f die zwei Bits (c, s) = fulladd(d, e, f ) mit c = (d ∧ e) ∨ (e ∧ f ) ∨ (f ∧ d) ¨ (Ubertragsbit, Carrybit) und s = d ⊕ e ⊕ f (Summenbit).



c FG KTuEA, TU Ilmenau
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Bekannt: Serielle Bin¨ araddition. Input: Bin¨arzahlen/-strings an−1 . . . a0 und bn−1 . . . b0, ≥ 0 ¨ c0 ← 0; // Carry, Ubertrag for i from 0 to n − 1 do (ci+1, si) ← fulladd(ai, bi, ci); sn ← cn; Ergebnis: sn . . . s0. Kosten: Nicht mehr als 5n = O(n) Bitoperationen. Bekannt: Negative Zahlen, Subtraktion. Ganze Zahlen: Notation als Paar (Vorzeichen, Betrag), z. B. 10, −1001, 101010, −11110. Rechnerintern: Zweierkomplementdarstellung. Addition und Subtraktion auf die Addition zuru ¨ckfu ¨hrbar. – Kosten: nicht mehr als 10n Bitoperationen. FG KTuEA, TU Ilmenau
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Multiplikation zweier natu ¨rlicher Zahlen Schulmethode“ ” Faktoren: 1 0 0 1 1 0 · 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 + Produkt: 1 1 1 1 0



1 0 1 0 0 0 1 0



1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1



0 0 1 0 0



0 1 0 1 1 0 0 1 0



Multiplikation = b Addition von n Bin¨arzahlen.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Allgemein: Input: Bin¨arzahlen x = an−1 . . . a0 und y = bn−1 . . . b0 Bilde n Bin¨arzahlen d(0), . . . , d(n−1): d(i) = (an−1 · bi) . . . (a0 · bi) 0 . . . 0 | {z }



i Nullen



und addiere alle diese. ≤ n − 1 Additionen von Zahlen mit nicht mehr als 2n Bits: O(n2) Bitoperationen. ¨ Uberlege: Was ¨andert sich bei Ziffernsatz {0, 1, . . . , b − 1} statt {0, 1}?



Geht es billiger?



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Multiplikation mit Divide-and-Conquer-Strategie: Eingabe: n-Bit-Bin¨arzahlen x und y, eventuell Vorzeichen. Falls n ≤ n0: Benutze Schulmethode. Falls n > n0: ( Teile“) ” Setze k = dn/2e. Schreibe x = an−1 . . . ak ak−1 . . . a0 | {z } | {z } A



B



und y = an−1 . . . ak ak−1 . . . a0 | {z } | {z } C



D



Dann x = A · 2k + B und y = C · 2k + D. Also x·y = (A·2k +B)(C·2k +D) = AC·22k +(AD+BC)·2k +BD. FG KTuEA, TU Ilmenau
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Erste Idee: Berechne rekursiv A · C, A · D, B · C, C · D, und fu ¨ge die Produkte durch einige Additionen zum Resultat x · y zusammen. Kosten fu ¨r n-Bit-Zahlen (fu ¨r eine Konstante c):  C(n) ≤



1 4 · C(n/2) + c · n



fu ¨r n = 1 fu ¨r n > 1.



Man kann zeigen (machen wir sp¨ater, Master-Theorem“): ” Die Anzahl der Bitoperationen ist wieder O(n2), nicht besser als Schulmethode.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Wir haben: x · y = A · C · 22k + (A · D + B · C) · 2k + B · D. Trick: E := A − B und F := C − D



(sieht sinnlos aus . . . )



Bemerke: |E| und |F | haben als Betrag der Differenz von zwei nichtnegativen k-Bit-Zahlen h¨ ochstens k Bits. – Dann: E · F = (A − B) · (C − D) = A · C + B · D − (A · D + B · C). Also: A · D + B · C = A · C + B · D − E · F. Eingesetzt: x · y = A · C · 22k + (A · C + B · D − E · F ) · 2k + B · D. Nur noch 3 Multiplikationen von k-Bit-Zahlen! FG KTuEA, TU Ilmenau
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Algorithmus Ka (Algorithmus von Karatsuba) Eingabe: Zwei n-Bit-Zahlen x und y. if n ≤ n0 then return SM(x, y) // Schulmethode else k := dn/2e; zerlege x = A · 2k + B und y = C · 2k + D; E := A − B und F := C − D; // auf dn/2e Bits aufgefu ¨llt G := Ka(A, C); // Rekursion H := Ka(B, D); // Rekursion I := Ka(|E|, |F |); // Rekursion return G · 22k + (G + H − sign(E) · sign(F ) · I) · 2k + H. Dabei ist sign(a) das Vorzeichen von a.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Beispiel: Mit Dezimalzahlen, n0 = 2. (Methode funktioniert zu jeder Basis.) In der Informatik interessante Basiszahlen: 2, 8, 10, 16, 256, 216, 232, . . . n = 8, x = 76490358, y = 35029630. A = 7649, B = 0358, C = 3502, D = 9630. E = A − B = 7291, F = C − D = −6128. Jeweils ≤ 4 Dezimalziffern. Rekursion fu ¨r A · C: a = 76, b = 49, c = 35, d = 02. e = a − b = 27, f = c − d = 33.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Weil z.B. n0 = 2 ist, wird direkt multipliziert: g = 76 · 35 = 2660, h = 98, i = 27 · 33 = 891. 3 Multiplikationen von 2-Bit-Zahlen. Ergebnis: G = AC = 2660·104 +(2660+98−891)·102 +98 = 26786798. Analog, rekursiv: H = BD = 03447540, I = |E| · |F | = 44679248. Ergebnis: x · y = 26786798 · 108 + (26786798 + 03447540 − (−1) · 44679248) · 104 + 03447540 = 2679428939307540 Multiplikation mit 10k : Anh¨angen von Nullen. ⇒ Beim Kombinationsschritt gibt es nur Additionen! FG KTuEA, TU Ilmenau
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Fu ¨r Input der Gro ¨ße n > n0 mu ¨ssen wir (rekursiv) a = 3 Teilinstanzen bearbeiten, fu oße dn/be = dn/2e, also b = 2, ¨r Parametergr¨ und im Kombinationsschritt einige Additionen und Subtraktionen von Zahlen mit maximal 2n Bits durchfu ¨hren. Zus¨atzlich O(n) Bitoperationen.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Laufzeitanalyse: Es sei n0 = 1 und n sei eine Zweierpotenz: n = 2`. TKa(n) = Anzahl der Bit-Operationen, die der Algorithmus von Karatsuba auf einer Eingabe aus zwei n-Bit-Zahlen macht, mit n0 = 1. Rekurrenzungleichung:  TKa(n) ≤



1 3 · TKa(n/2) + c · n



fu ¨r n = 1, fu ¨r n > 1,



wobei c konstant ist.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Direkte Rechnung:



TKa(2`) ≤



3 · TKa(2`−1) + c · 2`



≤ 3 · (3 · TKa(2`−2) + c · 2`−1) + c · 2` = 32 · TKa(2`−2) + c · 3 · 2`−1 + c · 2` ≤ 33 · TKa(2`−3) + c · 32 · 2`−2 + c · 3 · 2`−1 + c · 2` .. X ` 0 ≤ 3 · TKa(2 ) + c · 3j 2`−j 0≤j 6 kommen in der Praxis nicht vor.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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8.2 Matrixmultiplikation Es sei R irgendein Ring.1 A = (aij )1≤i,j≤n, B = (bij )1≤i,j≤n seien n × n-Matrizen u ¨ber R. Aufgabe: Berechne C = A · B, d.h. C = (cij )1≤i,j≤n mit X cij = aik bkj . 1≤k≤n



Naive Implementierung gem¨aß dieser Formel kostet: n3 Ring-Multiplikationen und n2(n − 1) Ring-Additionen. Strassen (1969): Es geht mit weniger Multiplikationen! Ansatz: Divide-and-Conquer. 1



Man kann addieren, subtrahieren, multiplizieren.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Wir nehmen an: n = 2`, Zweierpotenz. Eingabe: n × n-Matrizen A, B. Falls n ≤ n0: Berechne A · B mit der direkten Methode. n30 Multiplikationen. Falls n > n0: Zerlege A, B in jeweils 4 quadratische ( n2 × n2 )-Teilmatrizen:     C | D G | H A= , B= , E | F K | L Dann (leicht zu sehen):   C ·G+D·K | C ·H +D·L A·B = E·G+F ·K | E·H +F ·L FG KTuEA, TU Ilmenau
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Suggeriert rekursiven Ansatz, in dem 8 Multiplikationen von ( n2 × n2 )-Teilmatrizen durchgefu ¨hrt werden. Einfache Analyse ergibt: n3 Multiplikationen in R, kein Gewinn. (Unten: Mit Master-Theorem: O(n3).)



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Strassen-Trick: 7 Multiplikationen genu ¨gen. P1 = C · (H − L) P2 = (C + D) · L P3 = (E + F ) · G P4 = F · (K − G)



P5 = (C + F ) · (G + L) P6 = (D − F ) · (K + L) P7 = (C − E) · (G + H)



Dann:  A·B =



P5 + P4 − P2 + P6 P3 + P4



| |



P1 + P2 P1 + P5 − P3 − P7







Von Hand nachzukontrollieren! 18 Additionen von ( n2 × n2 )-Matrizen. (Alternative Methode, etwas komplizierter: 15 Additionen.) FG KTuEA, TU Ilmenau
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Aufwandsanalyse: Rekurrenzungleichung fu ¨r die Anzahl der Operationen:  TStr(n) ≤



1 7 · TStr(n/2) + c · n2



fu ¨r n = 1, fu ¨r n > 1,



wobei im Fall n = 1 eine Ringmultiplikation anf¨allt und im Fall n > 1 neben den rekursiven Aufrufen genau 18 Additionen von ( n2 × n2 )-Matrizen ausgefu ¨hrt werden, mit Kosten 18 · (n/2)2 = 4,5 · n2. Also ist c = 4,5 eine geeignete Konstante. Nun: Rechnung fu ¨r n = 2` wie bei Karatsuba.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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TStr(2`) ≤ 7 · TStr(2`−1) + c · (22)` ≤ 72 · TStr(2`−2) + c · 7 · (22)`−1 + c · (22)` ..   X 0 2 `−j  ≤ 7` · T (2 ) + c · (2 /7) Str | {z } 0≤j≤`−1



=1



 = 7` + 7` · c · 



 X



(22/7)`−j 



0≤j≤`−1



4 1 < 7 +7 ·c· · < (1 + 4c/3) · 7`. 7 1 − (4/7) `



`



Wie bei Karatsuba: TStr(n) = TStr(2`) = O(7`). Dabei: 7` = 2` log2 7 = nlog2 7 mit log2 7 ≈ 2,81. FG KTuEA, TU Ilmenau
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Satz 8.1.2 Beim Divide-and-Conquer-Algorithmus von Strassen fu ¨r die Matrixmultiplikation betr¨agt die Anzahl der Ringmultiplikationen etwa nlog2 7 und die Anzahl der Ringadditionen und -subtraktionen O(nlog2 7). Dabei ist log2 7 ≈ 2,81.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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8.3 Erinnerung: Mergesort (Alte AuD-Vorlesung bzw. hier: Kap. 6.2) Prozedur r MergeSort(a, b): A:



a 5



b



m 7



2



3



6



3



1



a 2



2



b



m 3



5



6



3



Rekur− sion



Rekur− sion A:



5



7



1



2



3



3



5



Aufteilen von A[a . . . b] in A[a . . . m] und A[m + 1 . . . b]. Rekursives Sortieren der beiden Segmente. Dann: Merge(a, m, b). FG KTuEA, TU Ilmenau
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Rekurrenzgleichung fu ¨r Vergleichsanzahl C(n): C(1) = 0, C(n) = C(bn/2c) + C(dn/2e) + n − 1 fu ¨r n ≥ 1. Gezeigt: C(n) = ndlog ne − (2dlog ne − 1). (Mit ad-hoc-Beweis.)



FG KTuEA, TU Ilmenau



Algorithmen und Datenstrukturen – SS16 – Kapitel 8



33



8.4 Das Master-Theorem Wir betrachten Rekurrenzungleichungen der folgenden Form:  B(n) ≤



g a · B(n/b) + f (n)



, falls n = 1 , sonst.



Dabei: a ≥ 1 eine ganze Zahl, b > 1 ist eine Konstante, f (n) ist eine monoton wachsende Funktion. Falls n/b keine ganze Zahl ist, sollte man sich an Stelle von B(n/b) z. B. B(dn/be) denken.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Ergibt sich bei Divide-and-Conquer-Algorithmus mit: Trivialer Basisfall (Gr¨ oße 1) hat h¨ ochstens Kosten g, aus Instanz der Gr¨oße n > 1 werden a Teilinstanzen der Gr¨ oße n/b (passend gerundet) gebildet ( teile“), ” es erfolgen a rekursive Aufrufe, und die a L¨ osungen werden zusammengesetzt ( kombiniere“). ” Kosten fu ¨r das Aufspalten und das Kombinieren: f (n). O.B.d.A.: B(n) monoton wachsend. – Sonst definiere: ˆ B(n) = max{B(i) | 1 ≤ i ≤ n}. ˆ B(n) ist monoton und erfu ¨llt die Rekurrenzungleichung. FG KTuEA, TU Ilmenau
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Vereinfachende Annahmen (nicht wesentlich): n = b`. b > 1 ist ganzzahlig. a ≥ 1 ist ganzzahlig. Rekursionsbaum“: Veranschaulicht Kostenaufteilung. Level 0: Wurzel, hat Eintrag f (n) und hat a Kinder auf Level 1. Knoten v auf Level i < ` hat Eintrag f (n/bi) und hat a Kinder auf Level i + 1. Knoten auf Level ` sind Bl¨atter, sie haben Eintrag g.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Rekursionsbaum“: ” f (n)



f (n)



a f (n/b)



a · f (n/b)



f (n/b)



a f (n/b2 )



f (n/b2 )



f (n/b2 )



f (n/b2 )



a2 · f (n/b2 )



`



g g g g g g g g g g g g g g g g



FG KTuEA, TU Ilmenau



g g g g g g g g g g g g g g g g
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Lemma 8.4.1 Wenn v ein Knoten auf Level i ist, dann gilt: B(n/bi) ≤ Summe der Eintr¨age im Unterbaum unter v. (Beweis durch Induktion u ¨ber ` − i.) Also: B(n) ≤ Summe aller Eintr¨age im Baum.



FG KTuEA, TU Ilmenau
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Auf Level i gibt es ai Knoten mit Eintrag f (n/bi). Summation liefert: B(n) ≤



X



ai · f (n/bi) + a` · g.



0≤i 









Suggest Documents










Algorithmen und Datenstrukturen Kapitel 1 Algorithmen & Algorithmenanalyse





Read more





 




Grundlagen Algorithmen und Datenstrukturen Kapitel 13





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen Kapitel 4 Neue Datenstrukturen, besseres (?) Sortieren





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen Einfache Datenstrukturen





Read more





 




Kapitel 8 ABSTRAKTE DATENTYPEN. Algorithmen & Datenstrukturen Prof. Dr. Wolfgang Schramm





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen 06





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen II





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen 11





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen 1





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen 2





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen II. Algorithmen und Datenstrukturen II 1





Read more





 




ADS: Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen 1





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen II





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen II





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 




Algorithmen und Datenstrukturen





Read more





 












×
Report "SS16 Algorithmen und Datenstrukturen 8. Kapitel Divide-and-Conquer-Algorithmen"





Your name




Email




Reason
-Select Reason-
Pornographic
Defamatory
Illegal/Unlawful
Spam
Other Terms Of Service Violation
File a copyright complaint





Description















Close
Save changes












Copyright © 2024 KIPDF.COM. All rights reserved.

About Us |
Privacy Policy |
Terms of Service |
Help |
Copyright |
Contact Us










×
Sign In






Email




Password







 Remember me

Forgot password?




Sign In




 Login with Google
 Login with Facebook














